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1 Wielomiany
Najczesciej spotykanym zapisem wielomianu jest posta¢ sumy jednomaindw:
n .
w(z) = Zaiml =ag+az+...+a,z"
i=0

Zeby wiedzie¢, o jaki wielomian chodzi, wystarczy ze okreslimy liste jego wspétczynnikéw ay ... a,,.

1.1 Obliczanie wartosci wielomianu

Niech a bedzie lista kolejnych wspétczynnikéw wielomianu ay ... a,,. Do obliczenia wartosci wielomianu w
zadanym punkcie z naturalne wydaje si¢ zastosowanie powyzszego wzoru w nastepujacy sposob:

def oblicz(a, x):
w =20
for i in range(len(a)):
w += ali] * (x**1i)
return w

Niestety podejscie takie jest bardzo nieefektywne, gdyz w kazdym kolejnym kroku sumy musimy wykonaé¢
coraz wiecej mnozen. W ogoélnosci w kroku n-tym musimy wykona¢ n mnozen, co przektada sie na czasowa
ztozonoéé obliczeniowy rzedu ((n?), co oznacza ze czas wykonania roénie z kwadratem ilogci wspotezyn-
nikéow wielomianu (czyli, ogélnie rzecz biorac, ze stopniem wielomianu). Innymi stowy, jesli zwiekszymy
10 razy stopien wielomianu, to czas liczenia zwickszy sie nam 100 = 10? razy. Poniewaz bedziemy czasem
potrzebowali wielomianéw wysokiego stopnia — o czym za chwile — nie jest to dla nas najlepsza sytuacja.

Jezeli zauwazymy, ze potrzebujemy policzy¢ kolejno wszystkie potegi wartosci x, az do n to algorytm
ten mozemy znacznie przyspieszy¢ implementujac liczenie potegi w tej samej petli co sumowanie:

def oblicz(a, x):
p=1
w = al0]
for i in range(l, len(a)):
p=p*Xx
w += alil] * p
return w

Zauwaz, ze dodatkowo wyrzuciliSmy a, poza petle. W ten sposéb potrzebujemy juz tylko n sumowan i 2n
mnozen (pomijajac narzut zwiazany z obstuga petli itp).



Jezeli chcemy jeszcze szybciej obliczy¢ wartos¢ wielomianu w punkcie x mozemy skorzysta¢ z schematu
Hornera, co pozwoli nam zredukowaé o potowe liczbe mnozen. Wymaga on przeksztatcenia postaci w ktorej
zapisujemy wielomian poprzez powycigganie x-6w przed nawias:

ag + z(ay + z(ay + ... + z(a, 4 + za,)))

i rozpoczecia obliczen od a,,.

def oblicz(a, x):
w =20
for i in range(len(a)-1, 0, -1):
w =x * (ali] + w)
w += al0]
return w

1.2 Postaé¢ Newtona

Wielomian mozemy przedstawic¢ takze w innych postaciach. Jedna z takich postaci jest postaé¢ Newtona:
w(x) = by + by (x —x) + by(x — 1) (¥ —30) + .. + by (x — 2, ) oo (¥ — Tp)

w ktorej wielomian stopnia n okre$lony jest przez n + 1 wspolczynnikow b; oraz n punktow z,.

| Zadanie 1.2.1 |

Napisz funkcje oblicz wart(xx, x, b) obliczajaca wartos¢ wielomianu w postaci Newtona.
Funkcja powinna otrzymywaé argumenty: xx - punkt w ktérym ma zostaé¢ obliczona wartosé, x -
lista wspotczynnikéw z;, b - lista wspotezynnikow b;.

Wskazowka: do testowania funkcji mozesz uzyé wielomianu w(z) zdefiniowanego przez x =
[-1, 1] i b = [2, 1, -3], ktéry przyjmuje nastepujace wartosci: w(—2) = —8, w(—1) = 2,
w(0) =6, w(l) =4, w(2) = —4.

2 Interpolacja

Interpolacja to zgadywanie wartosci nieznanych na podstawie znanych. Doktadniej, jest to wyznaczanie
przyblizonych wartosci nieznanej funkcji, w oparciu o znane wartosci w tzw. punktach weztowych, ktore tez
znamy. Realizujemy to wyznaczajac tzw. funkcje interpolacyjna, ktéra w punktach weztowych przyjmuje
ustalone wartosci. Innymi stowy, wybieramy sobie pewna postaé funkcji (np. decydujemy, ze nasza szukana
funkcja interpolacyjna bedzie wielomianem pewnego stopnia) i dopasowujemy ja tak, by przechodzita przez
znane wartosci w znanych punktach.

2.1 Interpolacja wielomianowa

Bardzo czesto jako funkcje interpolacyjne stosowane sg funkcje wielomianowe. W tym wypadku zadanie
interpolacji to po prostu zadanie znalezienia wielomianu przechodzacego przez dane punkty.

2.1.1 Obliczanie wspoétczynnikéw interpolacyjnych

Mozliwe jest obliczanie wspotczynnikow a; interpolowanego wielomianu zapisanego w postaci potegowej,
jednak ze wzgledéw obliczeniowych bardziej praktyczne jest poshuzenie sie postacia Newtona. Realizowane
jest to przy pomocy nastepujacego algorytmu:



j=0
while j <= n:
bljl = £[j]
j=1
j=1
while j <= n:
k =n
while k >= j:
blk] = (blk] - blk-1]) / (x[k] - x[k-3])
k =1
j =1

gdzie n jest stopniem wielomianu interpolacyjnego (obliczanego dla n + 1 punktéw weztowych), x[1] jest
wartoscia x dla i-tego punktu, a f [1] wartoscig funkcji w i-tym punkcie weztowym.

| Zadanie 2.1.1 |

Napisz funkcje oblicz_wsp(x, y) obliczajaca wspotczynniki wielomianu interpolacyjnego dla da-
nego zbioru punktéw weztowych (okreslonych przez listy x, y). Wykorzystaj ja do narysowania
wykresu wielomianu interpolujacego nastepujaca funkcje:

x f(z)
1 8
3 5
6 3
7 9

2.2 Interpolacja trygonometryczna

Interpolacja wielomianowa, ze wzgledu na swoja nature, nie za bardzo sprawdza sie¢ w przypadku funkcji
okresowych. Stosowana jest wtedy czesto interpolacja trygonometryczna, w ktoérej funkcja interpolujaca
ma postac:

flz)=ay+ Z ay, cos(kx) + Z by, sin(kz)

k=1 k=1
W szczegdlnym przypadku nieparzystej liczby n réwnoodlegtych! punktéw x, = i - %’T ta funkcja jest
okreslona przez nastepujace wzory:
cm=g
1

* 4y =5 ZZ;; f(zy)
o a; =230 flay) - cos(f- my)

o by= 13000 flxy) sinG - ay)

3 Catkowanie

Najprostsza podejsciem do numerycznego obliczania catki oznaczonej z danej funkcji bytoby liczenie sumy
pol prostokatow pod wykresem funkcji dla odpowiednio matego boku dx takiego prostokata w wspotrzed-
nej X. Za wysokos$¢ prostokata mozemy przyjmowac wartos¢ funkeji w poczatku, srodku lub koncu danego
przedziahu. Prostym usprawnieniem tej metody, nie wymagajacym znacznie wickszej ilosci obliczen ani nie

1. W przypadku punktow rownoodleglych rozwiazaniem jest dyskretna transformata Fouriera



powodujacej znacznego wzrostu skomplikowania programu, jest zastosowanie trapezéw zamiast prostoka-
tow.

,_[ Zadanie 3.0.1 ]

Napisz funkcje calka(f, a, b, dx = 0.3) obliczajacg wartos¢ catki okreslonej na odcinku od a
do b z funkcji f, korzystajaca z metody trapezéw.
Wskazéwka, zauwaz ze dodajac do a kolejne wartosci dx mozemy przekroczy¢ b.

4 Rozniczkowanie

Najprostsza metoda obliczania (przyblizania) wartosci pochodnej funkcji w danym punkcie jest obliczenie

jej jako: f = {ztdn-iz)

,_[ Zadanie 4.0.1 ]

Napisz funkcje obliczajaca pochodna funkcji sin(z), w oparciu o powyzsza zaleznosé. Funkcja powin-
na posiada¢ argumenty pozwalajace na wskazanie punktu x oraz wartosci dx uzywanej do obliczen.
Zobacz jak obliczane przyblizenie pochodnej zalezy od wartosci dx.

, gdzie dx jest odpowiednio maty odlegtoécia pomiedzy dwoma punktami.

Gtéwny problem takiego podejécia polega na znalezieniu odpowiednio matego dz. Mozna go jednak
omina¢ traktujac f, jako funkcje zalezna od dz, obliczajac jej wartosci dla kilku dz i interpolujac jej
warto$¢ w zerze.

,_[ Zadanie 4.0.2 ]

Napisz funkcje pochodna (f, x, d = 0.3) obliczajaca warto$¢ pochodnej funkeji f(x) (przekazane;
w argumencie ) w zadanym punkcie x. Funkcja powinna oblicza¢ pochodna interpolujac wartosci

fr(dz) obliczonej dla dx = —2d, dx = —d, de = d i dz = 2d.

5 Regulator PID

Regulator PID jest to algorytm regulacji parametru procesu dziatajacy w petli sprzezenia zwrotnego
posiadajacy cztony: proporcjonalny (P), catkujacy (I) i rézniczkujacy (D).

Wejsciem algorytmu jest warto$¢ mierzona (badz od razu réznica wartoséci zadanej i mierzonej). Jezeli
kierunek zmiany sterowania jest zgodny ze zmiang wartosci mierzonej (zwiekszenie wartosci sygnatu ste-
rujacego powoduje zwickszenie wartosci mierzonej) to nalezy odejmowaé warto$¢ mierzong od zadanej, w
przeciwnym razie od zadanej mierzona.

Wyjsciem algorytmu jest wartos¢ zmiany jakiegos sygnatu sterujacego - moze by¢ wykorzystana bezpo-
srednio przy sterowaniu krokowym lub akumulowana celem uzyskania statej wartosci sygnatu sterujacego.

Typowa algorytm ten dziata w nieskonczonej petli, czesto z dodatkowym krokiem czasowym (odstepem
pomiedzy wykonaniami kolejnych obiegéw petli) - deklarowanym jawnie lub wyniktym z kostrukeji uktadu
sterujacego.

Przyktadowa implementacja algorytmu:

class PID:
# nastawa - wartosé zadana
setPoint = O

# wartos¢ wyjscia dla sterowantia krokowego
# (gdy akumulacja w ukfadzie realizujgcym)
outStep = 0

# wartosé wyjscia dla sterowania sygnatem
outValue = 0




# parametry regulatora PID
Kp, Ki, Kd = 0, 0, O

# limity wartosct sterowanej
outValueMin, outValueMax = 0, O

# poprzednia réznica miedzy wartosciqg zadang a otrzymang
# (poprzedni btgd regulacji / uchyb)
lastDiff = O

# poprzednia wartosé otrzymana (zmienna procesu)
lastVal = 0O

# czesé calkujgca, akumulowana pomiedzy krokamt
integral = O

def doStep(self, inputVal, stepTime):
# obliczmy aktualny btgd regulacjt
# (na podstawie odczytanej wartosci wejsciowey)
diff = self.setPoint - inputVal

# wytgczamy regulacje gdy prowadzitby do przesterowania

if (self.outValue > self.outValueMax and diff > 0):
return 1

if (self.outValue < self.outValueMin and diff < 0):
return -1

# catkowanie przyblizamy jako jako suma pél trapezdéw
self.integral += (diff + self.lastDiff) / 2 * stepTime

# rézniczkowanie przyblizamy jako tangens mnachylenia

# prostej pomiedzy poprzednim krokiem a obecnym

# celem ztagodzenia odpowiedzt na zmiany wartoscti zadanej
# rézniczkujemy sygnal wejsciowy a nie btgd regulacjt
derivative = -(inputVal - self.lastVal) / stepTime

# obliczenie wartosci sygnatu sterujgcego na podstawie tego kroku
self .outStep = self .Kp*diff + self.Ki*self.integral + \
self .Kd*derivative

# akumulacja sygnatu sterujgcego
self.outValue += self.outStep

# zapamietanie aktualnego biedu regulacji
# jako poprzedni dla nastepnego kroku
self.lastDiff = diff

# zapamietanie aktualnej wartosci wejsciowe]
# jako poprzedniej dla nastepnego kroku
self.lastVal = inputVal




return O

Implementacja ta wymaga ustawienia parametréw pracy algorytmu takich jak setPoint, outValu-
eMin, outValueMax, wspotczynniki Kp, Ki, Kd. Przydatne moze by¢ tez zainicjowanie lastVal na obecny
stan wejscia. Nastepnie dziatanie odbywa sie w petli:

1. odczyt wejscia

2. obliczenie wartodci sterujacej z uzyciem PID (wywolanie metody doStep)
3. wystawienie wartosci sterujacej

4. opcjonalne odczekanie jakiego$ czasu

Do testowania algorytmu postuzy nam prosty model zbiornika, w ktorym chcemy utrzymaé zadany
poziom wody, a z ktorego caty czas odplywa jakas jej ilos¢:

poziom = 15
wyplyw = 2

def getInput():
global poziom
return poziom;

def setOutput(doplyw) :
global poziom
poziom —= wyplyw

if poziom < O:
poziom = O

if doplyw > 100:

doplyw = 100
if doplyw < O:
doplyw = O

poziom += 0.3 * doplyw

,_[ Zadanie 5.0.1 ]

Napisz funkcje testuj(steps, kp, ki, kd) testujaca dzialanie algorytmu PID. Funkcja powinna
wykonac steps iteracji algorytmu dla zadanych parametréw kp, ki, kd i narysowa¢ wykres zmian
wartosci poziomu wody w zbiorniku (zwracanej przez getInput() w danym kroku) oraz wartosci
sterujacej zaworem doptywowym (przekazywanej do setOutput () w danym kroku).

,__i Zadank35il2J

Korzystajac z funkcji testuj(steps, kp, ki, kd) poeksperymentuj z doborem wartosci wspot-
czynnikéw algorytmu.

6 Zadania dodatkowe
,__i ZadankaGillJ

Napisz funkcje oblicz_wart_tryg (xx, a, b) obliczajaca wartos¢ interpolacji trygonometrycznej
w punkcie xx, dla podanych list wspétczynnikow a i b.




| Zadanie 6.0.2 |

Napisz funkcje oblicz_wsp_tryg (y) obliczajaca i zwracajaca wspotczynniki a i b interpolacji
trygonometrycznej dla podanego w skrypcie przypadku.
Wskazowka: zauwaz ze nie obliczany i nie wykorzystywany jest wspotczynnik b[0]

,_[ Zadanie 6.0.3 ]

Napisz funkcje obliczajaca catke jako sume pol prostokatéw o wysokosci okreslonej przez prawy
koniec przedziatu o dtugosci dx.

,_[ Zadanie 6.0.4 ]

Napisz program dokonujgcy interpolacji nastepujacego zbioru punktow:

x f(z)
-3 58
-2 39
-1 -4
1 6
2 -37
3 -56

Narysuj wykres funkcji interpolacyjnej w przedziale [-3.7 3.7] oraz podaj wzér wielomianu interpo-
lacyjnego w postaci potegowe;j.

| Zadanie 6.0.5 |

Napisz program ktéry bedzie dokonywal interpolacji wielomianowej funkcji cos(z) opierajac sie
kolejno na: 3, 6, 13 i 16 wybranych punktach z przedziatu [0,4n] Program powinien narysowaé
wykresy kolejnych funkeji interpolujacyh oraz wykres cos(z) na wspélnym wykresie.

,_[ Zadanie 6.0.6 }

Na zajeciach pisaliémy funckje przyblizajaca warto¢ pochodnej w oparciu o zalezno$é¢ f, =

%ﬂw, innym podejéciem jest obliczanie jej jako f, = £ (“dzz);li (2=dz) Napisz funkcja ob-
liczajaca przyblizenie pochodnej funkcji cos(x) obliczane jako f/ = £ (Hdg)_;i (2-d2) Ktéra z tych

metod wydaje sie lepsza.

,_[ Zadanie 6.0.7 ]

Napisz program ktéra oblicza numerycznie warto$¢ pochodnej danej funkcji (np. cos(x)) w danym
przedziale (z jakims ustalonym krokiem) i rysuje wykres funcji oraz tej pochodnej w zadanym prze-
dziale. Do obliczania pochodnej mozesz uzy¢ dowolnej metody omawianej na zajeciach.

,_[ Zadanie 6.0.8 ]

Narysuj wykres funkcji sin(z) dla x z przedziatu [1,2] oraz styczne w punkcie x = 1.4 obliczone jako

flatda)—f() -
dx

krzywe o nacyleniu odpowiadajacemu przyblizeniu pochodnej obliczonemu jako: f, =

jako f, = LA Trdr) q1a qx=0.13.
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